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2.1.3 Екі дене есебіндегі орбита теңдеуі және қозғалыс заңы 
 
 m, М – екі материалдық нүкте.  
m нүктенің r  - радиус-векторы және r - оның жылдамдығы c  - момент 

векторына перпендикуляр болғандықтан, кеңістікте осы векторларымен 
анықталған жазықтықтың бағыттауы тұрақты болады.  

r  векторы жазықтықта болғандықтан, осы жазықтықта 0M  - координат 
басы белгіленеді.  

Жазықтықта m нүктесі қозғалады, бірақ ZYX ,,  координат жүйесінде 
жазықтық қозғалыссыз болады.  

Жазықтықтың теңдеулерін векторлық және координаттық түрінде жазуға 
болады: 

0=⋅ rc  , 
 

0321 =++ zcycxc ,  
 

321 ,, ccc  - c  вектордың компоненттері. 
λ


 - Лаплас векторы c  - қозғалыс жазықтықтың нормаль векторына 
перпендикуляр болғандықтан, осы жазықтықта орналасады.  



Сонда қозғалыс жазықтығына ηξ ,  - тікбұрышты және ν,r  - полярлы 
координат жүйелерін енгізуге болады.  

ξ - осі λ


-Лаплас векторының бойымен бағытталған, ν  - полярлы бұрыш 
(шын аномалиясы) λ



 векторының бағытынан есептеледі.  
Егер c  момент векторының бойымен бағытталған ζ - осьті енгізген 

кезінде, орбиталдық координат жүйесі пайда болады.  
Осы ζηξ ,, - координат жүйесі қозғалыс жызықтығымен байланыста 

болады. 
Көбінесе бастапқы координат жүйесі ретінде гелиоцентрлік 

эклиптикалық немесе геоцентрлік экваториалды жүйелер қарастырылады. 
Қажетті жағдайларда селеноцентрлік немесе планетоцентрлік координат 
жүйелерін таңдайды. Егер қос жұлдыз жүйесі қозғалысын қарастырғанда, 
көбінесе аспан сферасына жанама болатын бейнелік жазықтығын бастапқы 
координат жүйесінің негізгі жазықтығы ретінде алады. 



 
 

  

Орбиталдық координат жүйесі  



ν,r  полярлы жүйедегі m нүктенің орбита теңдеуін анықтау үшін λ


 
Лаплас интегралы мен r  радиус векторының скалярлы көбейтіндісі алынады: 
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р - қисықтың фокалды параметрі - фокус арқылы өтетін эллипстің үлкен 
осіне, гиперболаның нақты осіне немесе параболаның симметрия осіне 
перпендикуляр орналасқан  фокалды жартылай хорданың ұзындығына тең 
болады. 



е – эксцентриситет, екінші дәрежедегі қай қисыққа байланыстығын 
анықтайды.  

Егер эксцентриситеттің мәні  
0=e  болса, сонда  қисықтың түрі – дөңгелек,   
1e  - эллипс,  
1=e  - парабола,  
1e  - гипербола.  

Орбитаның түрлері осындай болу мүмкін, егер параметрі р≠0 және 
кинетикалық параметр с≠0 болса.  

с=0 болған кезінде rмен r  бір біріне коллинеарлы, сонда координат басы 
арқылы өтетін сызық - орбита болады. 

 
Осыдан жалпыландырылған Кеплердің бірінші заңының 

тұжырымдамасы  орын алады: 
Екі дененің салыстырмалы есебінде материалдық нүкте тартылыс 

центрі фокустардың біреуінде орналасқан екінші дәрежедегі қисығы 
бойымен қозғалады. 

 



Егер координат жүйесінің центрі эллипс немесе гипербола, немесе парабола 
төбесімен сәйкес келсе және эллипстің үлкен осімен, гиперболаның нақты 
осімен немесе параболаның симметрия осімен х осі бағытталса каноникалық 
теңдеулер: 
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- гипербола,  
pxy 22 =       (2.16) 

 
- парабола үшін анықталады. а мен b - эллипстің үлкен және кіші немесе 
гиперболаның нақты мен жорамал жартылай остерінің ұзындығы.  



 
 

6 сурет – Эллипстік орбита бойымен материалдық нүктенің қозғалысы 



Эллипс немесе гипербола центрінен фокустарына дейін арақашықтығы с – 
фокустық арақашықтық деп аталады. Сонда   

 

,
22

a
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a
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==      (2.17) 

 
 «-» таңбасы эллипсқа, «+» - гиперболаға байланысты. Орбитаның фокалды 
параметрі: эллипс  

( )21 eap −= .     (2.18) 
және гипербола үшін 

( )12 −= eap .     (2.19) 
 

Лаплас векторы тартылыс центрі орналасқан фокустан орбитаның 
перицентріне - ең жақын орналасқан төбеге бағытты көрсетеді. Эллипстік 
орбита кезінде тартылыс центрінен ең алыс орналасқан нүктені  - апоцентр 
деп атайды.  

Перицентр мен апоцентр – апсидтер, осы екі нүктені қосатын сызық – 
апсидтер сызығы деп аталады. 



Орбита теңдеуінен басқа осы орбитадағы қозғалыс заңын қарастыру қажет. 
Басқаша айтқанда ν  - шын аномалияның немесе r  - радиустың t  - уақытқа 
тәуелділігін анықтау керек. Момент интегралының модулін қарастырайық 

 
( ) crrrV =




,sin . 
 

Радиус-векторына перпендикуляр орналасқан жылдамдықтың құраушысы 
немесе шеңберлік жылдамдық 
 

( ) ,,sin ωrrrV =




      (2.20) 
v=ω  -  бұрыштық жылдамдық, 

  
cr =ν2 .      (2.21) 

 
Қозғалыс теңдеуін (2.21)-ші формуланы интегралдау арқылы анықтаймыз 
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+
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τ  -  тәуелсіз тұрақтысы. Егер τ=t ,  шын аномалияның мәні 0=ν  болғанда, τ  - 
m нүктенің орбита перицентрін өту моменті. 



Орбиталдық координат жүйесінде m нүктенің радиус-векторы - ( )ζηξρ ,,≡


 
және орбиталдық координаталар 
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Бастапқы ZYX ,,  координат жүйесінде, екі дене есебінің шешімін табу 

немесе r  радиус-векторын анықтау үшін, жүйеге салыстырмалы ζηξ ,,
координат жүйесінің бағытталған косинустар матрицаларын ρ  векторына 
көбейту керек. ζηξ ,,  өстерінің бірлік векторлары - RQP
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Екі дене есебінің жалпы шешімін τ,,,,, peRQP



 тұрақты шамаларымен 
анықтауға болады. 



Астрономияда аспан дененің орбитасының интегралдау тұрақтыларын 
және орбита бойымен қозғалысын – орбита элементтері деп атайды. RQP



,,  - 
орбитаның векторлық элементтері. 

Момент интегралының басқаша жазылуы: 
 

.dtcrdr 

=×       (2.26) 
 

Егер r  және rdr 

+  векторларымен құрастырылған үшбұрыштың ауданы S
болса, сонда r  радиус-вектор dt  уақыт аралығында өтетін ауданның секторы  
 

cdtdS
2
1

=       (2.27) 

және аудан 

02
1 cctS += .     (2.28) 

 
(2.27), (2.28) теңдеулер Кеплердің екінші заңын тұжырымдайды: Кеплер 
қозғалысының секториалды жылдамдығы тұрақты болады немесе нүктенің 
радиус-векторы бірдей уақыт аралығында бірдей аудандары болатын 
секторлардан өтеді. 





Эйлердің бірінші бұрышы: бастапқы координат жүйесінің x  осінің оң бағыты 
және орбитаның солтүстік түйін арасындағы бұрыш – солтүстік немесе жоғары 
түйіннің бойлығы деп аталады. Түйіннің бойлығы  x  осінен y  осі бағытына 
есептейді. 00 - 3600 дейін мәні өзгереді. 

 
Эйлердің екінші бұрышы: солтүстік түйін мен орбита перицентрі бағыттары 

арасындағы бұрыш – ω  - перицентрлік арақашықтық деп аталады. Перицентрлік 
арақашықтық түйін сызықтарынан m  нүктенің қозғалу бағытына қарай есептейді. 00 - 
3600 дейін мәні өзгереді. 

 
Эйлердің үшінші бұрышы: xy  координат пен орбита жазықтықтарының 

арасындағы бұрыш - i  орбита еңкею деп аталады. 00 - 1800 дейін мәні өзгереді.  Егер  
m  нүктенің xy  жазықтығына проекциясы ширектің бірінші бөлігінде қозғалса – тура 
қозғалыс болады және орбита еңкею  090<i  . Кері қозғалыс болса:  090>i . 



Эйлердің екінші бұрышы 

түйіндер сызығы  

жоғары түйіні Ω немесе солтүстік түйіні 

  немесе оңтүстік тұйіні   
төменгі түйіні      

Эйлердің бірінші бұрышы   

Эйлердің үшінші бұрышы 

еңдік аргументі  

Орбиталдық координат жүйесі мен Эйлер бұрыштары 



 

Орбитаның кеплер элементтері арқылы екі дене есебінің шешімін 
анықтаймыз. Радиус-вектордың бағыттау косинустары: 

 

( )γβα ,,≡
r
r . 

 
Аспан сферасына  орбитаның проекциясын қарастырған кезінде mxΩ  

сфералық үшбұрышының қабырғалары мен бұрышы: 
 

imxumx −=Ω=+=ΩΩ=Ω 180,, νω .   (2.29) 
 
u - еңдік аргументі (түйін сызықтарымен m нүктенің радиус-векторы 
арасындағы  арақашықтық), ω – перицентрдің аргументі. 
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Радиус-вектордың бағыттау косинустарын есептеу 



Бастапқы координат жүйесінде m  нүктенің координаттары 
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Егер ω=u  және 090+=ωu болса P



 және Q
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 векторлары r
r  тең болады.  
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zyx ,,  осьтеріне R


 вектордың проекциясы 
 

.cos
,sincos

,sinsin

iR
iR

iR

z

y

x

=

Ω−=
Ω=

     (2.34) 

 
Сонда  екі дене есебінің жалпы шешімі  
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(2.31) және (2.35) теңдеулерді t бойынша дифференциалдау арқылы 

жылдамдық векторының компонентерін ( )zyxr 



 ,,≡  анықтауға болады. 
Жылдамдық векторының құраушылары: rVr =  - радиалды  және νrVn = - 
нормалды (тангенциалды): 
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